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  هندسه

دانند از كجا شروع كنند. هر مسئله هندسه يك سري فرضـيات دارد   نمي ،كنند آموزان وقتي با يك مسئله هندسه برخورد مي خيلي از دانش
گويند. حل مسئله يعني پيدا كردن يك مسير از نقطة شروع (فرض) تـا نقطـة پايـان     خواهد كه به آن حكم مي و در نهايت يك چيزي را مي

  توان با كمي بررسي يك راهي از فرض به حكم پيدا كرد. تر معمولاً مي مسائل ساده (حكم). در

  
را بـه   Cو  Bهـاي داخلـي    سازهاي زاويـه  كنيم تا نيم رسم مي BCخطي موازي با ضلع  A، از رأس ABCدر مثلث  مثال:

Bقطع كند. ثابت كنيد  Cو  Bترتيب در  C AB AC   .  
هاي هندسي رسم دقيق شكل است. در اين سؤال در مـورد   اولين گام در حل مسئله پاسـخ: 

هـايي كـه داده    كنيم. از فرض يك مثلث دلخواه رسم مي پس ي نشده است.نوع مثلث صحبت
  ساز بودن و قضية موازي و مورب.  از نيم يعني ،كنيم شده است استفاده مي

    

لـث  مث  كه هرگاه دو زاويه از يـك مثلـث بـا هـم برابـر باشـند، آن       كنيم و از اين قضيه استفاده مي دهيم هاي برابر را در شكل نشان مي زاويه
  الساقين است. متساوي

  AB AB
AB AC AB AC B C AB AC

AC AC

              
  

CADˆ020در مثلث شكل زير، داريم مثال:   وAB AC  وAE AD اندازة زاوية ،ˆBDE قدر است؟  چه  

1 (08    2 (09  
3 (010    4 (/ 010 5  
5 (/ 012 5  

  نويسيم. مي و  ها را برحسب كنيم و زاويه هاي داده شده استفاده مي از فرض پاسخ:

  كنيم: هاي خارجي در مثلث استفاده مي از قضية زاويه
  
  

  E BD : x x
x

A DC : x

0 0 0 0

0
20 2 2 20 10 10

20
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در حل تعدادي ديگر از مسائل بهتر است از حكم شروع كنيم و به عقب برگرديم تا به فرض برسيم! ايـن روش در حـل مسـائل جبـري نيـز      
  توان حل كرد. تري را مي قدرت زيادي دارد. با اين روش مسائل سخت

2رسم شده است. ثابت كنيد  ADساز و نيم AHارتفاع ABCدر مثلث مثال:
ˆB̂ CˆHAD .  

    

گـرديم. بـراي اينكـه ثابـت كنـيم       كنـيم و بـه عقـب برمـي     اين بار حكم را نگـاه مـي   پاسخ:
ˆB̂ CˆHAD 2

      كافيسـت ثابـت كنـيم كـه

ˆ ˆB̂ C HAD2  سپس .B  وC هاي  را برحسب زاويهA1  وA2 كنيم: جايگذاري مي  

  
ˆB̂ A ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆB̂ C A ( A HAD) A A HAD

ˆ ˆ ˆC A HAD

0
1

1 2 2 10
2

90
90 90

90

           
   

  

ˆيجه كافي است ثابت كنيم كه در نت ˆ ˆ ˆA A HAD HAD2 1 2    يا به عبارتي بايد ثابت كنيمˆ ˆ ˆA A HAD2 1  يعني بايد ثابت كنيم .
ˆ ˆ ˆA HAD A2 1 ساز بودن  . با توجه به نيمADسـيري كـه برگشـتيم را دوبـاره بـه      توانيم م ، درستي تساوي آخر بديهي است. حالا مي

ˆيعني از  ،سمت جلو حركت كنيم ˆ ˆA HAD A2 1  شروع كنيم و به حكم
ˆB̂ CˆHAD 2

 تك مراحل مسـير را كـه بـه     برسيم. زيرا تك

  پذير بودند. عقب حركت كرديم، برگشت

  
B C

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA HAD A A A HAD A A HAD HAD A ( A HAD) HAD2 1 2 1 2 1 1 22 90 90 2              
 

  

  B Cˆ ˆB C HAD HAD2 2
      

  

طرفـه مسـير را طـي كنيـد. خيلـي از       تر از آن هستند كه شما بتوانيد از حكم يا فرض شروع كنيد و به صورت يـك  خيلي از مسائل پيچيده
نويسـند و اسـتفاده    آيـد را مـي   كنند، هر چيزي كه به نظرشان به درد بخـور مـي   آموزان وقتي با يك مسئلة هندسه سخت برخورد مي دانش
شـود و خـود    ولي در بعضي اوقات به جاي حل مسئلة موردنظر، چند مسئلة ديگر حـل مـي   ،شود روش گاهي مسئله حل مي اين اكنند. ب مي

  شود و حتي ممكن است به يك تساوي يا مطلب بديهي برسند. مسئله حل نمي
 البته تر كنيم و برگرديم و حكم را ساده به عقب ،تر نبايد بلافاصله شروع به نوشتن كرد. بايد كمي با حكم بازي كرد در واقع در مسائل سخت

  كمي هم با فرض كار كنيم و به جلو پيش رويم و در نهايت حكم ساده شده را ثابت كنيم.
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بـا   Cسـاز زاويـة    و نقطة برخورد نيم Iرا  Cو  Bسازهاي دو زاويه ، محل تلاقي نيمABCالساقين  در مثلث متساوي مثـال: 
  الساقين است.  ي متساو AID مثلث ناميم. ثابت كنيد مي Dرسم شده است را نقطة ACبر  Aعمودي كه در نقطة

  :كنيم ابتدا يك شكل دقيق رسم مي پاسخ:

    

Aالساقين بودن كنيم. متساوي تر مي سپس حكم را ساده I D


 Bهـاي   ة زاويهبرابر باشند. انداز ADIˆو  AIDˆمعادل اين است كه دو زاوية 

  آوريم.   به دست مي را برحسب ADIˆو  AIDˆهاي  گيريم. زاويه  در نظر مي 2را  Cو 

  ˆA DC : A D0 090 90


     
090 برابـر  هـم  AIDˆحالا كافي اسـت ثابـت كنـيم         .اسـتAI   دهـيم تـا در    را امتـداد مـيH ،BC       را قطـع كنـد. بـا توجـه بـه

  ساز است و هم ارتفاع. هم نيم AIگيريم كه  ، نتيجه ميABCبودن الساقين  متساوي
  

  ˆ ˆAID CIH 090         
  
  
  

ما را به جلو دقت كنيد. هر فرض يك سرنخ است كه ش شده هايي كه داده گاه به فرضآاي را حل كنيد، مانند يك كار توانيد مسئله وقتي نمي
  كنيد بايد به نقطة پاياني هم توجه كنيد.  ها نگاه مي دهد. همزمان كه به نقطة شروع يعني فرض حركت مي

ها با حل مسـئلة زيـاد بـه     را خوب بدانيد. همة اين تواناييها  به آنهاي مربوط  لازم است قضيه ،تر حل شوند براي اينكه مسائل بهتر و سريع
  آيند. دست مي

2BDاست.  090برابر  ABCدر شكل زير، مساحت مثلث  مثال: DC  1و
4BE EA  و نقطةF خط  وسط پارهAD   .اسـت

  كدام است؟   DEFمساحت مثلث 
1 (18    2 (20  
3 (24    4 (27  
5 (30  

  كنيم: براي حل اين سؤال از قضية زير استفاده مي پاسخ:

  ABD

ADC

S BD
S DC

             

  

  ، مسئله حل شده است.ريمبه دست آو ABCرا برحسب مساحت مثلث  DEFاگر بتوانيم مساحت مثلث 
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DEبراي اينكه نسبت مساحت  F


Aو   BC


Aرا به دست بياوريم، ابتدا نسبت مساحت   BD


Aو   BC


آوريـم و سـپس    را به دسـت مـي   

Aنسبت مساحت  D E


Aو   BD


DEو در نهايت نسبت   F


Aو   DE


  آوريم. را به دست مي 

  
ABD ADE

DEF
ABC ABC

ABC DEF
ADE DEF

ABC
ABD ADE

S SBD S
S BC S

S S
S SEA S
S AB S

2 8 43 15 415 90 24154 1 905 2

               
       

  

 MENˆو MAN ،ˆMBN ،ˆMCN ،ˆMDNˆمربع كوچك و برابر تقسيم شده اسـت. مجمـوع زوايـاي     25يك مربع به  مثـال: 

  قدر است؟ چه
  
  
  
  

  
  

  كنيم: پنج تساوي زير را ثابت مي پاسخ:

  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆMAN M MBN M MCN M5 4 3    
  ˆ ˆ ˆ ˆMDN M MEN M2 1   

  كنيم: ثبات ميحال يكي از اين پنج تساوي را ا

  ˆ ˆMCN M3
MB || NC

BN    مورب 
 


BCالاضلاع  متوازي MN
MNCB

MB NC

   
  

  كنيم. پس: را نيز به شكل مشابه ثابت مي ديگر پنج تساوي
  

  
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆMAN MBN MCN MDN MEN M M M M M          01 2 3 4 5 45  

  

  توجه كنيد.هاي هندسي، جبر نقش زيادي دارد. به مثال زير  در حل برخي مسئله

اسـت. اگـر طـول ضـلع      11عرض مستطيل برابـر   اندازةايم.  هايي تجزيه كرده رو به مربع شكل روبهيك مستطيل را به  مثـال: 

  را پيدا كن. مستطيلطول  ندازةاباشد،  1 مربعترين  كوچك
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  آيد: دست مي به xها هم برحسب  مربع بقيةپس طول ضلع  كنيم. فرض مي xطول ضلع مربع وسط را  پاسخ:

x)درنتيجه عرض مستطيل برابر  ) (x )2 3   شود كه در صورت مسئله آمده بود كـه ايـن مقـدار     مي
  است. پس بايد يك معادله حل كرد: 11برابر 

  (x ) (x ) x x x x2 3 11 2 5 11 2 11 5 6 2 6 3                
x)شود  پس طول مستطيل مي ) (x ) (x )3 1 2      كه در آنx 3 .است  

)در نتيجه طول مستطيل برابر است با  ) ( ) ( )3 3 3 1 3 2 15     .  

اي هسـتند كـه    به گونه PS روي Bة و نقط RSروي Aة است. نقط 10برابر  PQRSمساحت مستطيل زير در شكل  مثـال: 
PB صورت مقدار است. در اين 4برابر  QABمساحت مثلث  AR آزمون    چند است؟)IMC 2005(  

  
  
  

BP يــدفــرض كن پاسـخ:  x  وAR y  وPS z در نتيجــه .BS z x   وRS
z

10  وAS y
z

10 هــاي  . مجمــوع مســاحت

  است. يعني:  6رابر ب ARQو  BQP ،ABSهاي  مثلث

  
(x (z x)( y) yz)

z z

x
z

1 10 10 62
10

    

 z10
z

zy x
z

10 xy yz  xy xy12 10 12 2     
  

  (مرحله اول المپياد رياضي)    چند درجه است؟ xة رو زاوي شكل روبه در مثال:
  
  

  پاسخ:  

  

n l x n l x ( )

m l x m l x
m l p n x m p (l n) x m p x x m p x ( )

p n
x p n x

3 6 12
22 6 6 6 6 12 2

2 42

    

    
                     

  

  ( ) , ( )
m n l p x x

1 2 018 360 20         

2چهار تا مستطيل به ابعاد  مثـال:  4  تـرين   مطابق شكل زير كنار هم قرار دارند. شعاع كوچـك
  گيرد چقدر است؟ ها را دربر مي آن همةكه  اي دايره
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  كنيم: استفاده مي سفيثاغور قضيةدوبار از  مركز اين دايره روي محور تقارن اين شكل واقع شده است. پاسخ:

  

r x
( x) x

r ( x)

x

2 2 2
2 2 2 2

2 2 2
3

8 1 3
8 1

64

      
   

  x x
2 16 1  

 
x x

r x r

2

22 2 2

56 79 16 56 16 2
8549 36 8573 9 4 4 4 22

     

        

  

  
  ه در حل مسائل مختلف رياضي كاربرد دارد، ايدة تقارن است. اين ايده در حل مسائل جبري و تركيبيات هم كاربرد فراواني دارد.ايدة ديگري ك

. دهنـد  تشكيل يك پنج ضلعي منتظم را مـي  Eو  A،B ،C ،D رو، نقاط در شكل روبه مثال:

0a:  يدابت كنث b c d e    
    .  

  
  

  

است. فـرض  » تقارن«آيد  چه كه در اين مسئله بسيار به چشم مي  آن پاسخ:

شود كـه   ها برداري مي صورت جمع آن نشود. در اين 0بردار  5كنيم جمع  مي

xرد و هم جهت. اين بردار (مجموع) را طول دا هم


ناميم.  پس اين بردار  مي 

x


ها قـرار گيـرد. مـثلاً     بردار شود يا بين دو تا از آن 5بايد يا موازي يكي از  

aموازي 


aباشد يا بين  


bو  


:  

aآيد: خب چرا  خب اين سؤال براي ما پيش مي


a؟ يا چرا بين


bو  


  بردارها چه چيزي كم دارند؟  بقية؟ مگر شكل متقارن نيست؟ 

xفرض كه بردار   ود داشته باشد. پس فرض اوليه غلط بود. يعني اينخب به دليل تقارن نبايد تبعيض وج


شـود. در نتيجـه:    نمـي  0برابر بـا   

  x a b c d e     
     

0  

  .يدبردار نشان داده شده را پيدا كن 6رو رئوس يك هفت ضلعي منتظم است. مجموع  نقاط شكل روبه مثال:
  
  
  

tبردار را  6 مجموع پاسخ:


yكنيم. حال بردار  فرض مي 


  كنيم: را اضافه مي 
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  شود. پس داريم: مي  0بردار  7مجموع 
  

  t y t y    
   

0  
  
  
  

حـل   ز بالا به مسـئله بينـدازيم. اگـر مسـئله در ظـاهر راه     در برخي از مواقع خوب است، قبل از اينكه به سرعت درگير حل مسئله شويم، نگاهي ا
  تر فكر كنيم. تري وجود دارد. پس بيش كنيم نيست و راه ساده حل مسئله آن چيزي كه ما فكر مي بري داشت، به احتمال زياد راه پيچيده و زمان

  شود. سياه ديده مي نقطة 4سفيد و  نقطة 4در شكل زير  مثال:
  

  
  
  
  

نقطـه اسـتفاده    8 همةها نقاط سياه باشد و از  ها نقاط سفيد و انتهاي آن كنيم كه ابتداي آن خواه رسم ميبردار به دل 4  
0در هر حالتي، مجموع اين چهار بردار  يدكنيم. ثابت كن مي

4 
  

  شود.   مي 

  شود: مثلاً در حالت زير، مجموع چهار بردار مي
  2 2 3 3 0

4 3 3 0 4
                               

  
  
  

  شود: رو نيز، مجموع چهار بردار مي و در حالت روبه
  

    
  5 9 6 2 0

0 1 4 7 4
                               

  

  
  

  حالت را بررسي كني؟   24 ةخواهي هم توان طبق شرايط مسئله بردار كشيد. آيا واقعاً مي حالت مي 24جهت اطلاع بگويم به پاسخ: 
  زير را داريم: ةرابطشويم كه  اما راه حل بهتر! با كمي فكر كردن متوجه مي

[ابتدايي نقطةمختصات [   [ انتهايي نقطةمختصات[مختصات هر بردار  
  پس براي مجموع بردارها داريم:

[مجموع مختصات نقاط سفيد[   [مجموع مختصات نقاط سياه[ مختصات مجموع بردارها  
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  داريم: ،چپ را مبدأ فرض كنيم ةگوش ةاگر نقط

  3 10 14 19 5 8 17 16 46 46 0
7 4 4 8 3 1 1 8 23 19 4
                                         

  

 

 يـد هستند را به چهار جفت تقسيم كن رو روبههشت برداري كه در شكل  مثال:
دو بردار در هر جفت ديگـر   كه مجموع دو بردار هر جفت برابر با مجموع

  شود.  
  
  

aكنيم مجموع دو بردار در هر جفت، برابر با  فرض مي پاسخ:


  شود. حال داريم: 

  a a
3 6 4 5 5 4 1 0 4 4 1

4
3 4 2 1 3 0 0 1 4 4 1
                                                                                  

 
  

  1 1 0 4 5 5 6 3 4
1 0 1 0 1 3 4 3 2

                                                                 
  

  
اي مناسـب   و لازم است كه حل شوند تا مشخص شـود چـه ايـده    توان از قبل در دستة خاصي قرار داد تعداد زيادي از مسائل هندسه را نمي

هـاي فـراوان،    برد. در حين حل مسئله حل كردن را بالا مي بوده است! البته ممكن است از چند راه، حل شوند. در واقع حل مسئلة زياد، هنرِ
هـاي داده شـده    حل مسئله اضافه كنيم تا از فرض هايي براي طور، خط يا خط گيريم كه كدام قضيه ممكن است استفاده شود و يا چه ياد مي

  استفاده شود.

وجـود   يك چهارضـلعي بـه   يد تاها را به هم وصل كن اند. چهار مركز اين دايره  بر هم مماس شده زيرچهار دايره به شكل  مثال:
  مجموع دو ضلع ديگر آن چند است؟  ،باشد 93روي آن  آيد، اگر مجموع دو ضلع روبه مي

  

  
روي ايـن چهارضـلعي بـا     گذرنـد و مجمـوع دو ضـلع روبـه     هاي مماس مي ها را به هم وصل كنيم اضلاع چهارضلعي از محل اگر مركز پاسخ:

  مجموع دو ضلع ديگر برابر است. 

 اي نقطـه  E روي يك دايره قرار دارند. Dو A ،B،C نقطةرو چهار  در شكل روبه مثـال: 
 ـ نيم AD است و BAروي امتداد  AC اي روي نقطـه  F اسـت.  CAEة ساز زاوي

2BA عمود است. اگر AC بر DFطوري كه  به ،است AF خط ، طول پارهAC 
  چند است؟
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ــد  پاســخ: ــرض كني ــه طــوري  ACنقطــة روي Gف ــه  باشــد، ب FGك AF 2  درنتيجــه .GD AD  وˆ ˆDAG DGA چــون .

ˆدرون دايره محاط شده است،  ABCDچهارضلعي ˆDCG DBA:از طرفي .  

  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆDGC DGA DAG DAE DAB0 0 0180 180 180       

GCبا هم برابرند و  DABو  DGCهاي گيريم مثلث پس نتيجه مي BA 2 :پس .  

  AC AF FG GC 2 2 2 6        

AB)الساقين در مثلّث متساوي مثال: AC)ABC ة زاوي اندازةA  است. روي ساق  020مساويAC ،

 ـ ةانداز .كنيم وصل مي Bبه  Dدر نظر گرفته و از  BC ةرا مساوي قاعد ADطول  را  BDCˆة زاوي
  .يدمحاسبه كن

  

  

Aالساقين مثلّث متساوي پاسخ: AD الساقين را مساوي مثلّث متساويABC خـط   اش پـاره  كنيم كه قاعده چنان رسم ميAD   باشـد. از

A هاي  به نقطهB  وC  كنـيم. مثلّـث    وصل مـيAA B


AAالسـاقين اسـت. زيـرا     تسـاوي م  A D AB AC       اسـت. از طرفـي

ˆA AD 80  و ˆBAC 20 است. پسˆA AB   Aو درنتيجه مثلّث  60 AB


Aالاضـلاع اسـت. پـس     متسـاوي  B A A AB   و 
ˆ ˆA AB A BA 60   درنتيجه ،A B A D  و ˆDA B 40  .است  

DAالساقين  در مثلثّ متساوي B


DAˆچون  B 40  هـاي مجـاور بـه     يك از زوايـه  است، پس هر

ˆهسـتند. يعنـي    070قاعده مساوي ˆA BD A DB 70     اسـت و چـونˆ ˆABC A DA 80  

BDCˆاست، خواهيم داشت ( )180 80 70 30      .  

  
تـر را بـه كمـك حـل يـك       در ادامة اين بحث دوست داريم ايدة زيباي ديگري را با شما در ميان بگذاريم. در اين مثال، يك مسئلة پيچيـده 

  كنيم.  حل مي تر مسئلة ساده

ها را طوري كنار هم چيـد كـه يـك     هايي بريد و اين تكه ها را به تكه توان آن اند. ثابت كن كه مي مربع داده شده 1393 مثـال: 
  مربع بزرگ تشكيل شود.  

  تري ساخت كار تمام است. مربع دلخواه مربع بزرگ 2من اين است كه اگر بتوان با  ادعاي پاسخ:

  
  

هـا، مربـع جديـد ديگـري سـاخته        شود. به همان روش با مربع جديد و يكي ديگـر از مربـع   و مربع، مربع جديد ساخته ميبه اين ترتيب با د
  شود.  شود و به همين ترتيب در نهايت يك مربع بزرگ ساخته مي مي
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  مربع بزرگ ساخته شود. كافي است روشي ارائه كنيم كه چطوري دو مربع دلخواه را برش دهيم و قطعات را كنار هم بچينيم كه يك 
  گيريم:   در نظر مي bو  aتر را  هاي كوچك هاي مربع ضلع

  
  
  
  
  

aو از طرفي برابر است با  c2مساحت مربع جديد ساخته شده برابر است با  b2 2.  

  c a b c a b2 2 2 2 2      
  !سدرست است! اثبات ديگري براي فيثاغور

  

چند مثال مختلـف   تر است، هاي بيش هاي جديد، حل مسئله حل مسئله بهتر شدن در اينكه بهترين راه براي علم بهدر انتهاي اين قسمت با 
  آوريم. مي

الاضـلاع   مثلثـي متسـاوي   ABPطوري كه  ،عي قرار داردضل درون اين پنج P ةضلعي منتظم است. نقط يك پنج BCDE مثال:

  (مسابقات مدارس انگلستان)   چند درجه است؟ DPEˆي زاوية  است. اندازه

1 (42  2 (54  3 (60  4 (84  5 (126  

 )؛4گزينة  پاسخ:

  
ˆ ˆA A

Â
Â

1 2
2

1

0108 048
060

    
 

  

  
ˆ ˆP E ˆ ˆE E

ˆ ˆAE AB AP P E

1 1
1 2

1 1

0 0 0180 48 132 0 066 42
       
    

  

  
ˆ ˆD D

D̂
ˆ ˆD D

1 2
1

1 2

0540108

   
  

  

  . ˆ ˆDPE E D2 1
0 0 0 0 0180 180 42 54 84        

1 ةتوپ بيليارد مطابق شكل از نقط يك مثـال: 
3 
  

0 ةبه سمت نقط 
1
 
  

گاه متوقـف نشـود از    كند. اگر اين توپ هيچ حركت مي 

 (مسابقات مدارس انگلستان)  كند؟ گاه عبور نمي كدام نقطه هيچ

1 (2
1
 
  

  2 (2
2
 
  

  3 (3
3
 
  

 

4 (4
1
 
  

  5 (5
3
 
  

  

مرحله دوم مرحله اول مرحله سوم

 تقارن
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 ة)؛ كافي است مسير حركت توپ را ادامه دهيم. البته دقت كنيد كه توپ در نقط ـ2گزينة  پاسخ:
1
2
0
 
 
  

بـه   

  كند. ضلع پاييني ميز بيليارد برخورد مي
 ةگذرد و از هـيچ نقط ـ  ها فرد است مي آن yهايي كه  بينيد توپ در مسير خود از تمام نقطه طور كه مي همان

  گذرد. ديگري نمي

Aمثلث  در مثـال:  BC


 ،5AC   7وAB   اضلاع مثلث هستند وAD ـ  و  CHدو عمـود   Bو  Cاسـت. از   A ةنيمساز زاوي

BH  را بر امتدادAD ايم. نسبت  فرود آوردهCH
BH كدام است؟  

1 (20
14  2 (10

28  3 (14
20 

4 (5
7  5 (1

2  

DPروي نيمساز است، داريم:  Dكنيم. چون  را به اضلاع مثلث وارد مي DPو  DP، عمودهاي D ة)؛ از نقط4گزينة  پاسخ: DP .  

  ACD

ABD

S AC DP AC
S ABAB DP

5
7

  
  

  نسبت زير نيز برقرار است: از طرفي

  ACD

ABD

S AD CH CH
S AD BH BH

5
7

   
  

  

   ند و از طرفي:هست CDو  ABهاي اضلاع  وسط Nو  ABCD ،Mالساقين  متساوي ةدر ذوزنق مثال:

       1
2

8
4
2

DN

AH

PH

 



 

  

  قدر است؟ چه MQNPمساحت چهارضلعي 
1 (8      2 (4      
3 (16    4 (10  
5 (20  

  يك ذوزنقه است، پس: AMND)؛ چهارضلعي 3گزينة  پاسخ:

  .S S S S S SADN MDN ADN PDN MDN PDN      

  ADP MNPS S 4 8 2 8 82 2
       

  

  شود. مي 8نيز برابر با  MNQپس مساحت  .الساقين است، شكل متقارن است متساوي ذوزنقة ABCDاز طرفي چون 

  8 8 16   
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ACاست. اگر  ABوتر موازي  CDاست و  Mقطر دايره به مركز  AB، در شكل مقابل مثـال:  EC باشد، CAM   چند درجـه
  است؟

1 (45    2 (54    
3 (63    4 (72    
5 (81  

 )؛4گزينة  پاسخ:

   CD || AB CA DB   

  
  

 
 

DBDAB DB
CMA AC

DB AC

22 2


          
 

  

  

    CEA CMA MAE 2 3         

     CD CD , DB AC3 6 22          CE AC CEA CAE CAE 3       

     AB AC CD DB 2 6 2 10             

              CAM CAM3 4 4 18 72                         



AB

AB

0180 180 10 18
10

 
       
  

  

  كدام است؟ آن . طول ضلع وسط4محاطي آن برابر است با  ةسه عدد طبيعي متوالي است و شعاع دايريك مثلث طول اضلاع  مثال:
  ضي روماني)ريا المپيادهاي(  

1 (14  2 (15  3 (16  4 (17  5 (18  

  :كنيم هرون استفاده مي ة)؛ براي حل اين مسئله از قضي1گزينة  پاسخ:

  .S p(p a)(p b)(p c)     
aو از طرفي اگر اضلاع مثلث به ترتيب  1  وa  وa 1  باشد، محيط مثلث برابرa a a a1 1 3     ستا.  

  .S p(p a)(p b)(p c) S p( p a)( p b)( p c)
162 216 2 2 2 2 2 2 2


          

  . S a (a)(a )(a ) a (a )2 2 216 3 2 2 3 4     S a ( a a)( a a )( a a )216 3 3 2 3 2 2 3 2 2        
S   :دانيم كه در هر مثلث و از طرفي مي r p   

  
  

  a (a ) a a2 2 23 4 16 12 0 196 14        
S rp S p

S a S a a (a )
p a

2 2 2 24
6 16 16 36 3 4

2 3
          

  

  a 1 13           ضلع كوچك a 14                ضلع متوسط a 1 15   ضلع بزرگ  

 نصف محيط
 محاطيةدايرشعاع

 مساحت



  آزمون درس

  

  18 

وجود دارد. اين چهار نقطه مركز چهار دايره  Dو  A  ،B  ،Cهاي  در يك شهر چهار مركز كنترل آب در چهار نقطه به نام مثـال: 
هـا ممـاس داخـل اسـت.      ديگر بـر هـر سـه آن    ةدو به دو بر هم مماس خارج هستند و داير ها هستند كه سه تا از آن

بينيـد داريـم:   يـر مـي  طور كـه در شـكل ز   است. همان rDو  rA  ،rB  ،rCهاي  هاي اين چهار دايره به اندازه شعاع
  r r r rA B C D    

  خواهد اين چهار مركز را به ترتيب زير بررسي كند: پرور مي آقاي آب  
رود،  رود، و بعد به يك مركز ديگر مي سپس با يك مسير مستقيم به يك مركز ديگر مي ،كند وي از يك مركز شروع مي  

    گردد. اول بازمي نقطةآخر به كند و در  و پس از آن مركز آخر را كنترل مي
  ترين مسافت را پيموده است؟ او با طي كردن كدام مسير، كم

1 (DCABD  
2 (DABCD 

3 (DACBD  
4 (ADBCA 

  ) او از هر مسيري برود، مسافتش مقداري ثابت است.5

 )؛1گزينة  پاسخ:

OK QL K L   )1(  
ON OM NM   )2(    
OL OM LM   )3(  
OK ON KN   )4(    

  ,( ) ( )
KM LN OK OM OL ON (OK OL) (ON OM) KM LN KL NM

1 2              
  ,( ) ( )

KM LN (OK ON) (OL OM) KM LN KN LM
3 4          

  توانيم مسئله را حل كنيم: حال مي

  DA BC AC BD (DA BC) AB CD AB BD DC CA            
  DA BC CD AB (DA BC) AC BD AC BD CD AB            

DC  با:  پيمايد برابر است مي 1 گزينة)  مسيري كه در 1( CA AB BD    
DA  پيمايد برابر است با: مي 2 گزينة) مسيري كه در 2( AB BC CD    
DA  پيمايد برابر است با: مي 3 گزينة) مسيري كه در 3( AC CB BD    
AD  پيمايد برابر است با: مي 4 گزينة) مسيري كه در 4( DB BC CA    

از تمـام مسـيرهاي    DCABDيعنـي   1توان متوجه شد كه طول مسـير   ها در بالا، مي با توجه به توضيحات قبل و بررسي طول مسير گزينه
  .استتر  ديگر كم



  المپياد رياضي نوجوانان ايران    

  

  19 

هـا مركـز    ضلعي منتظم اسـت و ابتـداي آن   هاي يك دوازده ها رأس دهد كه انتهاي آن بردار را نشان مي 12شكل مقابل  مثال:

اين  n چند مقدارها صفر شود. براي  بردار انتخاب كنيم كه برآيند آن 12تا بردار از بين اين  nخواهيم  لعي. ميض دوازده
  پذير است؟ كار امكان

1 (12    2 (11    
3 (10    4 (9  
5 (8  
  
صفر باشـد، كـافي اسـت هـر      ها توان بردارهايي را انتخاب كرد كه برآيند آن هاي زوج به راحتي مي n)؛ بديهي است به ازاي 3گزينة پاسخ: 

  .استپذير  امكان 12و  10،  8،  6،  4،  2برابر  nآن هم انتخاب شود. بنابراين به ازاي  ةشود، بردار قرين برداري كه انتخاب مي
nو از طرفي بديهي است كه به ازاي  1 و به همين ترتيـب بـه    ستبرابر صفر ني كدام از بردارها به تنهايي چون هيچ يست،پذير ن نيز امكان

nازاي  11 ي ديگر نيز بايد صفر باشد. مانده بردار صفر گردد، بردار باقي 11، زيرا اگر برآيند ستپذير ني نيز امكان  
است  روشنبا توجه به توضيحات قبل  .ندشوبررسي  9و  7،  5،  3.) حال بايد مقادير استبردار صفر  12 همة(توجه داشته باشيد كه برآيند 

  كند. كفايت مي 5و  3به ازاي مقادير  nكه بررسي 
nبراي  3  مانده نيز صـفر   دار باقيبر 9نتيجه برآيند ها صفر شود و در فت كه برآيند آنبردار يا 3توان  پذير است، يعني مي امكان زيرحالت
  .است

    
nبراي  5  و درنتيجه به ازاي استپذير  امكان زيرنيز حالتn 12 5 7   پذير است. نيز امكان  

    
nبدين ترتيب براي  , , , , , , , , ,2 3 4 5 6 7 8 9 10 12  پذير است. مقدار امكان 10يعني  
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  محاسبات

تر حـل   ساده ةتر را به كمك يك مسئل پيچيده ةكنيم كه يك مسئل ده استفاده ميهاي بخش هندسه، از اين اي مربع ةدر اين مثال مانند مسئل
  تر در بسياري از مسائل سخت رياضي كاربرد دارد. ساده ةحل مسئله با حل يك مسئل ةكنيم. ايد مي

  شود. هاي هر چرخ دنده در جدول ديده مي رو، تعداد دنده مطابق شكل روبه مثال:
  

  

F E  D  C B A 
10  21  24  12  14  10  

  
  

و  Aهاي  دنده اند. چرخ نيز به هم چسبيده Eو  Dهاي  دنده چنين چرخ ، هماند به هم چسبيده Cو  Bهاي دنده چرخ  
B هاي دنده چنين چرخ با هم ديگر درگير هستند، همC وD هـاي   دنده با يكديگر و نيز چرخE وF     بـا هـم درگيـر

  چند دور خواهد چرخيد؟ F ةدند دور بچرخد، چرخ 60در هر دقيقه  Aةدند اگر چرخ هستند.
مطرح شد و هدف آن پيدا كردن نمودي عيني از ضـرب كـردن اعـداد    » المپيادهاي رياضي نوجوانان« ةن پرسش در چهارمين دوراي پاسخ:

aكسري  c e( )
b d f
   .است  

اي چسبيده  هسه دند ةدند اي كه روي آن يك چرخ شش دنده دندة چرخكنيم: فرض كن يك  استفاده مي» تر ساده ةلئحل مس«ابتدا از راهبرد 
  كنند؟ خواهيم بدانيم كه اين دوتا با هم، سرعت را چند برابر مي است، داشته باشيم. مي

 دنـدة  چـرخ چپي درگير شود، در همان زمـان   دندة چرخهاي  تا از دنده 6شش تايي در هر دور با  ةدند ، اگر چرخيددقت كن زيرحال به شكل 

3شود. پس به عبارتي سرعت را  ي درگير ميراست دندة چرخهاي  تا از دنده 3تايي با سه 
  كند، يعني نصف.   مي 6

 
  
 
 
 
 
  
 



  المپياد رياضي نوجوانان ايران    

  

  21 

4) مطابق شكل، سرعت تايي مثلاً در حالتي ديگر (شش تايي و چهار
    :شود مي 6

  
  

  له را حل كنيم:ئتوانيم مس حال مي

  C E F
A B D
1 1 12 21 12 21 10 360 60 10 60 60 4510 14 24 10 14 24 4

              
 

  

  

هـاي   هـا، زدن مثـال   توانيد ايدة حل را بيابيـد، يكـي از بهتـرين روش    كنيد كه نمي در حل مسائل خاصي دچار مشكل شديد و حس مي اگر

  تر است. كوچك و استفاده از الگويابي است. در خيلي از موارد ايدة حل مسئلة اصلي، همان ايدة حل مسئلة كوچك

1آب وجود دارد و مقدار آبشان با هم برابر اسـت. ابتـدا   دو ظرف داريم كه در هر كدام يك ليتر  مثـال: 
آب ظـرف اول را در   2

1ريزيم، سپس  ظرف دوم مي
1ريزيم، سپس  آب ظرف دوم را در ظرف اول مي 3

آب ظرف اول را در ظرف دوم و سپس  4

1
بار ادامه دهيم، در هر ظرف  100جايي را  دهيم. اگر اين روند جابه طور ادامه مي آب ظرف دوم را در ظرف اول و همين 5

  چند ليتر آب وجود خواهد داشت؟

  :كمي با مسئله دست و پنجه نرم كنيم» الگويابي«كنيم با راهبرد  ابتدا سعي مي پاسخ:
  

    ظرف اول  ظرف دوم

3
2  1

  حركت اول  2

( )3 1 3 12 3 2    ( )1 1 3 12 3 2    حركت دوم  

5
4  3

  حركت سوم  4

( )5 1 5 14 5 4    ( )3 1 5 14 5 4    محركت چهار  

7
6  5

  حركت پنجم  6

( )7 1 7 16 7 6    ( )5 1 7 16 7 6    حركت ششم  
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هـاي زوج، در هـر دو    هاي دوم، چهارم، ششم، هشتم، دهم و در حالت كلي بعد از حركـت  توان زد اين است كه پس از حركت حدسي كه مي

  كنيم: اين موضوع را ثابت مي يك ليتر آب وجود خواهد داشت. حالاظرف 

  ام هستيم و در هر دو ظرف يك ليتر آب است. k2كنيم در حركت فرض مي

k    :ظرف اول k
k k k
1 2 1 1 21 2 1 2 1 1 2 1

   
   

k2: حركت  1  

    :ظرف دوم

  k k
k k k
1 2 1 1 2 21 2 1 2 1 2 1

    
  

  
  

  

k    :ظرف دوم k k( )
k k k k

2 2 2 2 1 2 1 12 1 2 1 2 2 2 1
     
   

k2: حركت  2  
  

k    :ظرف اول k k( )
k k k k
2 2 2 1 2 1 12 1 2 1 2 2 2 1

    
   

  

k2پس در حركت 2  م، در هر ظرف يك ليتر آب وجود خواهـد  اُ 100ظرف يك ليتر آب وجود دارد. در نتيجه بعد از حركت  دوام، در هر
  شت.دا
  

توانيد مسئله را حـل كنيـد. خـوب اسـت كـه       ، بلافاصله بعد از خواندن صورت مسئله درگير حل آن شديد، احتمالاً نميبعدي ةاگر در مسئل

  ترين استفاده را بكنيد. به مسئله بيندازيد و به دنبال راهي باشيد كه از فرض سؤال بيش نگاهي از بالا

ي دارد.   ةادهاي رياضي ليننگراد مطرح شده است و ايددر المپي 1981اين پرسش در سال  مثال: حل آن ظرافت و زيركي خاصـ

  متن پرسش به اين شكل است:
است. با كشيدن خطوطي موازي اضلاع آن، شكل به چند مستطيل تقسيم شده اسـت.   1مربعي داريم كه طول ضلع آن   

  زير شود: هاي مثلاً ممكن است به شكل

  
  

كنيم تا عددي كسري توليد شود، ثابت كنيد مجمـوع ايـن اعـداد     ض به طول را حساب ميدر هر مستطيل، نسبت عر  
  تر است.  بزرگ 1كسري از 
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xصورت  گاه عدد كسري به باشد، آن yو  xعرض و طول به ترتيب  اندازةاگر در يك مستطيل  پاسخ:
y

  است. حال داريم:  

  xy y x y
y y
11       

xپس مجموع 
y

xها از مجموع  y تر است. از طرفي  ها بيشx y  برابر با مساحت آن مستطيل است، در نتيجه مجموعx y برابـر  ها

xاست، بنابراين مجموع  1شود. از طرفي مساحت مربع برابر با  با مساحت مربع مي
y

  شود. تر مي بيش 1ها از  

  

هاي كوچك و  هايي شبيه به اين، زدن مثال حل مسئله ةشود. ايد بعدي يك نمودار است كه فرايندي در آن تكرار مي ةسؤال در مسئلصورت 

  ده از الگويابي است.استفا

  ؟خواهد شدپس از اتمام اجراي نمودار زير، چه چيزي نوشته  مثال:

  
  

 3، صـفر اسـت يـا بـه عبـارتي بـر       3شـان بـر    تقسيم ةماند هايي كه باقي كند و آن را به ترتيب بررسي مي 100تا  1اين نمودار اعداد  پاسخ:

  كند. يعني:   پذيرند را يادداشت مي بخش

  , , , ,3 6 9 99  
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  خواهد شد؟ پس از اتمام اجراي نمودار زير، چه چيزي نوشته مثال:

  
  

)نمودار جفت اعداد  اين پاسخ: , )1 2 ،( , )1 3 ،( , )2 3 ،( , )1 4 ،( , )2 4 ،( , )3 4 ،( , )1 5 . . . ،( , )98 )و  100 , )99 ر ا به ترتيـب بررسـي    100

نويسد. يعني خروجي ايـن نمـودار، تمـام جفـت عـددهاي       اند را مي است يا به عبارتي نسبت به هم اول 1هايي كه ب م م شان  كند و آن مي
  است.  100تر يا مساوي  نسبت به هم اول كوچك
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خواهنـد كـه درسـتي      دهند و در نهايت از شما مـي  بخشي از مسائل جبري به اين صورت هستند كه يك رابطه را به عنوان فرض به شما مي
  يا حاصل عبارتي را محاسبه كنيد. رابطة ديگر را نشان دهيد و

ابتدا به عبارت فرض و عبارت نهايي نگاهي بياندازيد و سپس سعي كنيد روندي بيابيد كـه ايـن    ،خواهيد اين نوع مسائل را حل كنيد اگر مي
   .برسانيد و يا در عبارتي خاص ضرب كنيد 2دو عبارت به هم مربوط شوند. مثلاً دو طرف تساوي را به توان 

2با فرض  مثال: 2 1x y مقدار عددي عبارت زير چند است؟ ،  

  4 2 2 2 42 3x x y y y    

1 (1  2 (2   3 (3   4 (1
2  5 (1

4  

xو  x4 ،y4هاي  اي در اين عبارت چندجمله پاسـخ:  y2 xشود. در فرض مسئله  ديده مي 2 y2 2 شود. حال ايـن سـؤال پـيش     ديده مي

xهاي بالا و عبارت  اي توان بين چندجمله آيد كه چگونه مي مي y2 2 رابطه برقرار كرد؟  
  است. يعني:» ضرب عبارت در خودش«يا » رساندن 2به توان «رسد  اي كه به ذهن مي ايده

  
x y (x y )(x y ) x x y x y y x x y y

x x y y y (x x y y ) x x y y x x y y

x (x y ) y x y x y

2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 4 4 2 2 4

4 2 2 2 4 4 2 2 4 4 2 2 2 4 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 1

2 3 2 1

1 1 1 1 1 1 2

              

            

             

  

  

هـاي داده شـده در    گذاري كنيد. سپس فرض آيد. با خواندن دقيق مسئله، متغيرها را مشخص و نام ايدة جبري كردن مسائل بارها به كار مي
  مسئله را با استفاده از متغيرها به صورت عبارت جبري بنويسيد. حالا ديگر مسئلة شما، يك مسئله جبر است!

 

آموز از سه كشور افغانستان، ايران و تاجيكستان شركت داشتند. در پايان روز اول  عدادي دانش، ت1392در جشن نوروز  مثـال: 
گل هديه داد. فـرداي آن روز يـك    ةآموزاني كه هم وطنش نبود، يك شاخ آموزان به هر كدام از دانش هر كدام از دانش

ها اضافه شدند و در پايـان ايـن روز    تعداد آن آموز تاجيكستاني به آموز ايراني و يك دانش آموز افغاني، يك دانش دانش
شـيريني   416گـل و   322دانيم كه در كل  وطنش نبود يك شيريني محلي هديه داد. مي نيز هر كدام به هر كس كه هم
    اند؟ صورت در روز اول از هر كشور حداقل چند نفر شركت كرده هديه داده شده است. در اين

1 (5  2 (6  3 (7  4 (8  5 (9  

  نفر از هر كشور حضور داشته باشند. در اين صورت داريم:  cو  a ،bكنيم به ترتيب  )؛ فرض مي3گزينة  پاسخ:

  ab bc ac 322 1612     

  از طرفي در روز دوم داريم:

  (a )(b ) (b )(c ) (a )(c ) ab bc ac (a b c) 4161 1 1 1 1 1 2 3 2082                  

a)آموزان  پس تعداد كل دانش b c) 208 161 3 222
     شود. پس  ميa ،b  وc     اسـت و   22سه عدد هسـتند كـه مجموعشـان

  شود.   مي 161ها  ردوي آن مجموع ضرب دوبه


